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УДК 514.81 
ПРО ІСНУВАННЯ ДОПУСТИМОЇ МАТРИЦІ РОЗКЛАДУ 

У ВИПАДКУ НАЯВНОСТІ “ПОТОКІВ” 
Турбал Ю.В., 

канд. фіз.-мат наук 
Міжнародний університет “РЕГГ' імені академіка Степана Дем ’янчука 
Очевидно, що у випадку наявності потоків матриця розкладу може бути 

недопустимою. Наприклад, можемо розглянути матрицю: 

 

Ця матриця немає допустимої форми. Дійсно, дана матриця має чотири тернарні 
конфігурації, утворені елементами 1,2,3,4 та одну бінарну, утворену елементом 5. У 
допустимій формі обов’язково має бути по одному представнику кожної тернарної 
конфігурацій в кожному рядку, крім того, два рядка мають по одному представнику 
тернарних та бінарної. Всього стовпчиків-6. Але в даному прикладі взагалі неможливо 
утворити рядок, який містив би елементи 1,2,3,4 та 5. Дійсно, якщо одиниця чи четвірка є 
поточними, то 3 елементи “зайняті” з 6. А необхідно записати ще 4 різних елементи. 
Якщо ж вибрати всі представники, що не є “поточними” (така ситуація для даної матриці 
можлива, можна сформувати рядок , наприклад, 3 1 4 5 2 *), то не можемо уникнути 
співпадання, оскільки в матриці немає жодного унарного елемента . 

Сформулюємо критерій існування допустимої форми матриці денного розкладу. 
Розглянемо спочатку самий загальний підхід, що грунтується на побудові систем 

різних представників стовпчиків. Під системою різних представників стовпчиків (СРПС) 
будемо розуміти СРП конфігурацій множин, утворених елементами стовпчиків. При 
цьому потоковий елемент будемо вважати таким, що належить усім відповідним 
стовпчикам. Вибір потокового елемента з якогось стовпчика тягне за собою 
автоматичний його вибір з усіх інших стовпчиків, де знаходиться відповідний потік. 

 

Доведення теореми є очевидним. 
Для представлення матриці розкладу, що містить потоки, модифікації вимагає, 

очевидно, поняття матриці інцидентності конфігурацій. 
Нехай маємо довільну матрицю денного розкладу розмірністю Зхп. Розглянемо 

стовпчики матриці розкладу R!,R2,...,Rn як деяку конфігурацію. Модифікована матриця 
інцидентності будується таким способом : по горизонталі записуємо всі елементи, що 
утворюють матрицю розкладів. Причому, якщо якийсь елемент х утворює потік, то 
виділяємо йому окремий стовпчик матриці інцидентності, позначивши його хп (можна 
використовувати індекс, що є кількістю елементів потоку). Кожному потоку, утвореному 
елементом х відповідає інший стовпчик матриці. 

 

Наприклад, для матриці 
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Модифікованим перманентом матриці інцидентності будемо називати суму всіх 
можливих добутків елементів матриці, в кожен з яких входить по одному елементу з 
кожного рядка та з різних стовпчиків, причому елемент потокового стовпчика 
(стовпчика, що відповідає потоковому елементу) не може бути в добутку разом з 
елементами інших рядків, що відповідають цьому ж потоку. 

Очевидно, що у випадку відсутності потокових елементів модифікований перманент є 
звичайним перманентом. 

Для підрахунку модифікованого перманента матриці інцидентності можемо 
використовувати розклад за рядком. Причому, виходячи з означення, процедура розкладу 
наступна. Ненульовий елемент рядка множиться на модифікований перманент матриці, 
утвореної за наступними правилами якщо елемент рядка належить потоковому 
стовпчику, то матриця утворюється з вихідної викреслюванням стовпчика, де цей 
елемент стоїть та всіх рядків, що відповідають всім елементам цього потоку. Якщо 
елемент рядка не належить потоковому стовпчику, то матриця утворюється шляхом 
викреслювання стовпчика , де стоїть цей елемент, та рядка, а також всіх потокових 
стовпчиків, на перетині яких з цим рядком стоять ненульові елементи. Відмітимо, що 
якщо викреслюються всі елементи, то результат вважається одиницею. 

Приклад: 

 

 

 

Розкладемо за першим рядком (потокові стовпчики-2-й та 4-й): 
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Розглянемо теорему, доведення якої мало чим відрізняється від відповідної теореми 
для класичних перманент. 

Теорема. Матриця розкладів має СРПС тоді і тільки тоді, коли модифікований 
перманент матриці інцидентності відмінний від нуля. 

Доведення. 
<Нехай маємо матрицю розкладів розмірності Зхп. Нехай існує СРПС матриці 

розкладів хі,Х2,-..хп. Тоді , побудувавши матрицю інцидентності, бачимо, що перманент 
матриці відмінний від нуля, оскільки перманент матриці, утвореної стовпчиками, що 
відповідають елементам хі,Х2,...хпє одиницею: 

модифікований перманент якої теж, очевидно, є одиницею. 
Нехай модифікований перманент матриці інцидентності відмінний від нуля. Тоді в 

його розкладі є одиничний елемент, тобто перманент деякої матриці, утвореної 
підсистемою стовпчиків, дорівнює 1. Але якщо розглянути елементи, що відповідають 
стовпчикам цієї підсистеми, то неважко побачити, що вони утворюють СРПС. 

Теореме доведено> 
Доведення цієї теореми наштовхує на думку, що в процесі розкладу модифіковайого 

перманента матриці інцидентності конфігурацій стовпчиків за рядком легко побудувати 
всі можливі СРПС. Кожній СПРС відповідає підматриця матриці інцидентності з 
одиничним перманентом. Крім того, саму СПРС можна отримати, якщо ввести процес 
“запам’ятовування” елемента стовпчика, що відповідає одиниці, яка використовується 
при побудові добутку в даний момент та рядка, в якому ця одиниця стоїть у вихідній 
матриці інцидентності. У зв’язку з цим в процесі обчислення перманента будемо кожній 
одиничці дописувати два індекси: верхній-елемент, що відповідає стовпчику, де стоїть ця 
одиничка, нижній-номер рядка, в якому ця одиниця стоїть у вихідній матриці. 

Розглянемо приклад. 
Нехай маємо матрицю розкладу: 

 

 

 

Наявність потокових елементів не погіршує ситуацію. Якщо, наприклад, xt=x2, а інші 
елементи різні, то маємо матрицю інцидентності: 
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Бачимо, що модифікований перманент рівний 4 (і це є кількість всіх можливих 
СРПС). Крім того, відомі і самі СРПС . Вони записуються як верхні індекси 
одиничок. Причому, якщо як сь нижні індекси відсутні, то відповідну кількість разів 
повторюється верхній елемент (ситуація потокового елементу): 

111, 214,231,234,314. 
Маючи всі можливі СПРС, очевидно, можемо вирішувати різні класи задач. 

Наприклад, якщо нас цікавить допустима форма матриці розкладу , то вона в даному 
випадку існує лише в тому випадку, коли у множині всіх СПРС є такі три СПРС, що 
не мають на однакових місцях однакових елементів , за винятком елементів потоків. 

В цьому прикладі такий набір СПРС єдиний: 111, 314, 231. 
Відповідну умову можна узагальнити. 
Теорема. Допустима форма матриці розкладу існує тоді і тільки тоді, коли у 

множині всіх СПРС існує така підмножина, що множини елементів, утворені 
першими, другими,..., k-тими елементами всіх СРПС цієї підмножини співпадають з 
множинами елементів стовпчиків матриці розкладів (к-кількість рядків матриці 
розкладів). 
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Турбал Ю.В. 
ПРО ІСНУВАННЯ ДОПУСТИМОЇ МАТРИЦІ РОЗКЛАДУ У ВИПАДКУ НАЯВНОСТІ 

«ПОТОКІВ» 
У статті розглядаються умови існування допустимої матриці розкладів з 

використанням систем різних предстазників конфігурацій та пропонується шлях 
розв’язку ряду задач, пов’язаних з оптимізацією таких матриць. 

Turbal Y. 
ABOUT THE PERMISSIBLE SHEDULE MATRIX EXISTENCE IN THE CASE OF 

STREAMS PRESENCE 
In this paper is considered the necessary and sufficient conditions of the optimal shedule 

matrix existence in the case of streams presence. 

 


	001
	002
	ПРО ІСНУВАННЯ ДОПУСТИМОЇ МАТРИЦІ РОЗКЛАДУ
	У ВИПАДКУ НАЯВНОСТІ “ПОТОКІВ”
	Турбал Ю.В.,




