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Вступ. В даній роботі будемо розглядати функціональні простори 𝐿2[−1,1] та 

𝐶[−1,1]. Для функцій із класу 𝐿2 = 𝐿2[−1,1] скалярний добуток і норма 

визначаються за допомогою формул 

 (𝑢, 𝑣) = ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑥
1

−1
, ‖𝑢‖ = √(𝑢, 𝑢). 

Більше важливим в обчислювальній практиці є наближення функцій у просторі 

𝐶[−1,1] з нормою 

 ‖𝑢‖𝐶 = ‖𝑢‖𝐶[−1,1] = max
−1≤𝑥≤1

|𝑢(𝑥)|. 

Основним поняттям наближення функцій 𝑢 = 𝑢(𝑥) за допомогою 

алгебраїчних поліномів 𝑝, степінь яких deg(𝑝) не перевищує 𝑚, є похибка 

найкращого рівномірного наближення 

 𝐸𝑚(𝑢)𝐶 = inf
deg(𝑝)≤𝑚

‖𝑢 − 𝑝‖𝐶 . 

Похибка найкращого середньоквадратичного наближення визначається 

аналогічно: 

 𝐸𝑚(𝑢) = 𝐸𝑚(𝑢)𝐿2
= inf

deg(𝑝)≤𝑚
‖𝑢 − 𝑝‖𝐿2

. 

В просторі 𝐿2найкраще наближення реалізують суми Фур’є-Лежандра. 

Суми Фур’є-Чебишова є популярними в обчислювальній математиці для 

наближення в рівномірній метриці. В даній роботі крім даних методів, 

розглядаються близькі до згаданих суми Фур’є, які виникають при апроксимації 

розв’язків крайових задач при використанні сімейства квазіспектральних 

поліномів. 
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Для функцій із простору 𝐻1 = 𝐻1[−1,1] визначається скалярний добуток і 

норма 

 (𝑢, 𝑣)1 = ∫ (𝐷𝑢𝐷𝑣 + 𝑢𝑣)𝑑𝑥
1

−1
, ‖𝑢‖1 = √(𝑢, 𝑢)1. 

Похибка найкращого наближення у гільбертовому просторі 𝐻1 визначається 

аналогічно як і у просторі 𝐿2. 

Мета роботи. Дослідити поведінку сум Фур’є в рівномірній метриці, які 

виникають при наближеному розв’язуванні крайових задач та одержати 

відповідні асимптотичні оцінки наближення функцій із простору 𝐻1. 

Матеріали та методи. Квазіспектральні поліноми [1] можна згенерувати 

за допомогою двох класичних поліномів Лежандра 𝑃2𝑛+1 та 𝑃2𝑛+2, степінь 

кожного з яких співпадає з відповідним індексом, вибраних в ролі базових. 

 При 𝑖 = 1, … , 𝑛 для внутрішніх квазіспектральних поліномів справедливі 

рівності 

 𝐷2𝐾2𝑖
∘ (𝑥) = −𝜆2𝑖

∘ 𝐾2𝑖
∘ (𝑥) + 𝜏2𝑖

∘ 𝐾2𝑛+2
∘ (𝑥), 

 𝐷2𝐾2𝑖−1
∘ (𝑥) = −𝜆2𝑖−1

∘ 𝐾2𝑖−1
∘ (𝑥) + 𝜏2𝑖−1

∘ 𝐾2𝑛+1
∘ (𝑥), (1) 

де 𝜆𝑖
∘, 𝜏𝑖

∘ параметри, які залежать тільки від 𝑛, причому 𝐾𝑖
∘(±1) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,2𝑛. 

Кожна з даних формул використовує по одному поліному, який 

називається крайовим: 

 𝐾2𝑛+2
∘ = 𝜅2𝑛+2

−1𝐷𝑃2𝑛+2, 𝐾2𝑛+1
∘ = 𝜅2𝑛+1

−1𝐷𝑃2𝑛+1, 

перший з яких парний, а інший непарний, з 𝐿2 −нормою, рівною одиниці. 

Суму Фур’є-Лежандра заданої функції 𝑢 ∈ 𝐿2[−1,1] ми зображуємо у 

вигляді 

 𝑢𝑁 = ∑ 𝑢𝑖
∘𝐾𝑖

∘(𝑥)𝑖<𝑁 . 

У випадку класичних сум Фур’є-Лежандра (FL) їх коефіцієнти 

обчислюються за формулами 

 𝑢𝑖
∘ = ∫ 𝑢(𝑥)𝐾𝑖

∘(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
, 𝑖 = 1, . . .2𝑛 + 2. (2) 



Внутрішні квазіспектральні поліноми перетворюються в нуль у точках ±1, а 

тому крайові коефіцієнти Фур’є можемо знайти наближено з умов інтерполяції: 

 𝑢2𝑛+1
∘ =

𝑢(1)+𝑢(−1)

√(2𝑛+1)(2𝑛+2)
, 𝑢2𝑛+2

∘ =
𝑢(1)−𝑢(−1)

√(2𝑛+2)(2𝑛+3)
. (3) 

Модифіковану таким способом суму будемо називати модифікованою сумою 

Фур’є-Лежандра (FL1). 

Нехай 

 ∂𝑢𝑁 = 𝑢2𝑛+1
∘ 𝐾2𝑛+1

∘ (𝑥) + 𝑢2𝑛+2
∘ 𝐾2𝑛+2

∘ (𝑥). (4) 

Внутрішні квазіспектральні поліноми є ортогональними у просторі Соболєва 𝐻1, 

тому внутрішні коефіцієнти Фур’є функції 𝑢 ∈ 𝐻1 визначимо за формулами 

 𝑢𝑖
∘ =

(𝑢−∂𝑢𝑁,𝐾𝑖
∘)

1

(𝐾𝑖
∘,𝐾𝑖

∘)
1

. (5) 

Утворену таким способом суму, в якому крайові коефіцієнти знаходяться за 

формулами (3), а внутрішні за формулами (5), будемо називати 𝑄𝑆1 сумою Фур'є. 

Приклад 1. Визначимо функцію 𝑢0 = 𝑢0(𝑥), −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 за допомогою формули 

 𝑢0(𝑥) = {
0, 𝑥 < 0,
1, 𝑥 ≥ 0.

 

Маємо суму Фур’є-Лежандра цієї функції 

 𝐹𝐿2𝑛−1(𝑢0, 𝑥) =
1

2
+

1

2
∑ (𝑃𝑖−1(0) − 𝑃𝑖+1(0))𝑃𝑖(𝑥)2𝑛−1

𝑖=1 = 

 
1

2
+

1

2
∑ (𝑃2𝑖−2(0) − 𝑃2𝑖(0))𝑃2𝑖−1(𝑥)𝑛

𝑖=1 , 𝑃2𝑖−1(0) = 0, 𝑃2𝑖(0) = (−1)𝑖 (2𝑖−1)!!

(2𝑖)!!
, 

де 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑥)–поліноми Лежандра, стандартизовані умовою 𝑃𝑖(1) = 1. 

Приклад 2. Визначимо функцію 𝑢1 = 𝑢1(𝑥), −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 за допомогою формули 

 𝑢1(𝑥) = {
0, 𝑥 < 0,
𝑥, 𝑥 ≥ 0.

 

Знайдемо для заданої функції 𝑢1 модифіковану суму Фур’є-Лежандра та суму 

Фур’є-Чебишова: 



 𝐹𝐿12𝑛−1(𝑢1, 𝑥) =
𝑃1+𝑃0

2
+ ∑ 𝑎2𝑖−1𝐽𝑃2𝑖−1(𝑥)𝑛

𝑖=1 , 

 𝐽𝑃𝑖 =
𝑃𝑖+1−𝑃𝑖−1

2𝑖+1
, 𝑎𝑖 =

𝑃𝑖−1(0)−𝑃𝑖+1(0)

2
, 

 𝐹𝐶2𝑛(𝑢1, 𝑥) =
1

𝜋
𝑇0(𝑥) + 𝑇1(𝑥)/2 −

2

𝜋
∑

(−1)𝑖

4𝑖2−1

𝑛
𝑖=1 𝑇2𝑖(𝑥). (6) 

Поліноми Лежандра задовольняють нерівності [2] 

 (1 − 𝑥2)|𝑃𝑖(𝑥)| ≤ √
2

𝜋𝑖
, 

 , 

і зокрема 

 |𝑃2𝑖(0)| ≤
1

√𝜋𝑖
, 𝑎2𝑖−1 ≤

√2

√𝜋(2𝑖−1)
. 

Приймаючи до уваги нерівність 

 
1

(4𝑖−1)√(4𝑖−3)(2𝑖−1)
<

1

16𝑖(𝑖−1)
, 

дістанемо 

 |𝑢1(𝑥) − 𝐹𝐿12𝑛+1(𝑢1, 𝑥)| = |∑ 𝑎2𝑖−1𝐽𝑃2𝑖−1
∞
𝑖=𝑛+1 | < 

 ∑
4√2𝜋

(4𝑖−1)√(4𝑖−3)(2𝑖−1)
<

√2𝜋

4𝑛
.

∞

𝑖=𝑛+1
 (7) 

Суми Фур’є-Чебишова ми вибрали як у певному сенсі еталонні для 

апроксимації функцій у рівномірній метриці. Суми Фур’є-Чебишова  

 𝐹𝐶𝑁 =
𝑐0

2
+ ∑ 𝑐𝑖𝑇𝑖(𝑥)𝑁−1

𝑖=1 , 𝑐𝑖 =
2

𝜋
∫

𝑓(𝑥)𝑇𝑖(𝑥)

√1−𝑥2

1

−1
𝑑𝑥, 𝑇𝑖(𝑥) = cos(𝑖arccos(𝑥)) 

є аналогом сум Фур’є 

 𝑆𝑛 =
𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑖cos𝑖𝑡 + 𝑏𝑖sin𝑖𝑡)𝑛

𝑖=1 , 𝑛 = 0,1, . .. 

Нехай 𝐿𝑖𝑝[−1,1] – клас функцій 𝑓 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[−1,1] таких, що при ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈

[−1,1]: 



 |𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)| ≤ |𝑥2 − 𝑥1|. 

Тоді відомо [3], що рівномірно відносно 𝑥 виконується асимптотична рівність 

 sup
𝑓∈𝐿𝑖𝑝[−1,1]

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑁(𝑥)| =
4

𝜋2

ln(𝑁)

𝑁
√1 − 𝑥2 + O(𝑁−1). 

Оскільки функція 𝑢1 = 𝑢1(𝑥) ∈ 𝐻1, має більшу гладкість, ніж функції класу 

𝐿𝑖𝑝[−1,1], то і порядок похибки апроксимації матимемо кращий. Справді, 

приймаючи до уваги |𝑇𝑖(𝑥)| ≤ 1, із (6) дістанемо 

 |𝑢1(𝑥) − 𝐹𝐶2𝑛+2(𝑢1, 𝑥)| ≤
2

𝜋
∑

1

4𝑖2−1

∞
𝑖=𝑛+1 =

1

2𝜋

1

𝑛+1/2
. (8) 

Довільну функцію 𝑢 ∈ 𝐻1 можна зобразити у вигляді 

 𝑢 = 𝐹𝐿1𝑁(𝑢, 𝑥) + ∑ 𝑢′𝑖
∞
𝑖=𝑛+1 𝐽𝑃𝑖(𝑥), 

де 

 𝐹𝐿1𝑚(𝑢, 𝑥) =
𝑢(1)+𝑢(−1)

2
+

𝑢(1)−𝑢(−1)

2
𝑥 + ∑ 𝑢′𝑖

𝑛
𝑖=1 𝐽𝑃𝑖(𝑥) + 𝑅𝑛, 

модифікована сума Фур’є-Лежандра. Оцінимо величину похибки наближення у 

рівномірній метриці С[−1,1]. Матимемо 

 |𝑢(𝑥) − 𝐹𝐿1𝑚(𝑢, 𝑥)|2 = |∑ 𝑢′𝑖𝐽𝑃𝑖(𝑥)∞
𝑖=𝑚+1 |2 ≤ 𝑆𝑚𝐸𝑚

2(𝐷𝑢), 

де 

𝐸𝑚(𝑢) = √∑
2

2𝑖 + 1
|𝑢𝑖|2

∞

𝑖=𝑚+1
, 𝑢𝑖 =

2𝑖 + 1

2
∫ 𝑢(𝑥)𝑃𝑖(𝑥)𝑑𝑥

1

−1

, 

Оскільки 

 𝑆𝑚 = ∑
2𝜋2

(2𝑖+1)(2𝑖−2)
∞
𝑖=𝑚+1 ≤ ∑

𝜋2

2𝑖(𝑖−1)
∞
𝑖=𝑛+1 =

𝜋2

2𝑚
, 

то 

 |𝑢(𝑥) − 𝐹𝐿1𝑚(𝑢, 𝑥)| ≤
𝜋

√2𝑚
𝐸𝑚(𝐷𝑢), (9) 

 𝐸𝑚(𝑢)𝐶[−1,1] ≤
𝜋

√2𝑚
𝐸𝑚(𝐷𝑢) ≤

𝜋

√2𝑚
𝐸𝑚(𝑢)𝐻1 . (10) 



Це і є бажана оцінка. Застосуємо її до оцінки рівномірного наближення функції 

𝑢1 ∈ 𝐻1 з прикладу 1. Матимемо 

 𝐸𝑚(𝐷𝑢1) = ‖∑
4

𝜋(2𝑖−1)(4𝑖−1)
∞
𝑖=𝑚+1 ‖ = ‖∑

1

2𝜋𝑖(𝑖−1)
∞
𝑖=𝑚+1 ‖ ≤

1

2𝜋𝑚
, 

 𝐸𝑚(𝑢1)𝐶[−1,1] = max
−1≤𝑥≤1

|𝑢(𝑥) − 𝐹𝐿1𝑚(𝑢, 𝑥)| ≤
𝜋

√2𝑚√2𝜋𝑚
=

√𝜋

2𝑚
. 

Ця оцінка корелює із оцінкою (7) для даної функції, яку ми знайшли раніше. 

Оцінка (10) узагальнюється на випадок функцій 𝑢 ∈ 𝐻1[−1,1]𝑑 , 𝑑 > 1: 

 𝐸𝑚(𝑢)𝐶[−1,1]𝑑 ≤
𝑐

√𝑚
𝐸𝑚(𝑢)𝐻1[−1,1]𝑑 , ‖𝑢‖𝐻1[−1,1]𝑑 = √∑ (∂𝑖𝑢, ∂𝑖𝑢)|𝑖|≤1 . (11) 

Висновки. Порівнюючи оцінки (8) та оцінку (7), приходимо до висновку, що 

порядок наближення у рівномірній метриці є однаковим у випадку апроксимації 

сумами Фур’є-Чебишова та модифікованими сумами Фур’є-Лежандра функції 

𝑢1, причому цей приклад є типовим. Оцінка (10) та її узагальнення (11) 

рівномірного наближення довільної функції 𝑢 ∈ 𝐻1 є важливою, зважаючи на те, 

що оцінку величини 𝐸𝑁(𝑢)𝐻1 встановити значно простіше, ніж величини 𝐸𝑁(𝑢)𝐶.  
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